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Abstract

Wir beschéftigen uns mit Dirichletschen L-Funktionen. In der Einleitung werden
zunachst Aussagen iiber die Riemannsche Zetafunktion gemacht, die wir in Kapitel
2 auf Dirichletsche L-Funktionen verallgemeinern. Besondere Bedeutung messen wir
hier Satz 1.1 von Levinson und Montgomery bei, der besagt, dass ¢ und (’ in etwa die
gleiche Anzahl Nullstellen im kritischen Streifen haben. Erstmalig beweisen wir diesen
Sachverhalt allgemein fiir Dirichletsche L-Funktionen in Satz 2.6. Dazu bendtigen
wir eine neue Schreibweise fiir die Funktionalgleichung Dirichletscher L-Funktionen,
die wir in Satz 2.2 aufstellen. In Kapitel 4 zeigen wir erstmalig, dal wir eine noch
bessere Abschitzung als Satz 2.6 erhalten konnen. Nachdem wir einen Zusammenhang
zwischen den Nullstellen der Riemannschen Zetafunktion und ihrer Ableitung, bzw.
zwischen Dirichletschen L-Funktionen und ihren Ableitungen festgestellt haben, folgt
in Kapitel 5 erstmalig ein solcher Zusammenhang fiir Dedekindsche Zetafunktionen.
In Kapitel 6 stellen wir Aussagen von C. Yildirim [10] iiber die Nullstellenverteilung

von hoheren Ableitungen von L(s, x) vor.
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Kapitel 1
Einleitung

Sei s = 0 +it,i?> = —1. Die Riemannsche Zetafunktion ist definiert durch

(1.1) g(s):il; (o> 1).

Euler zeigte mit der eindeutigen Primfaktorzerlegung :

(1.2) gnlszﬂ (1-55)1. (0> 1)

pelP
Man kann ((s) auf o > 0 analytisch fortsetzen, bis auf einen einfachen Pol bei s = 1.
Aus der Funktionalgleichung
1—s

1—s

(1.3) 7 r(

o= == (3) )

erkennt man eine Symmetrie um %, womit ((s) auf der gesammten komplexen Ebene
definiert ist. Aus dem Eulerprodukt (1.2) wird ersichtlich, dass es keine Nullstellen in
der Halbebene o > 1 geben kann. Da die Gammafunktion keine Nullstellen hat, aber
einfache Pole bei s = 0, —1,—2,... (Siehe A.3), folgt nach der Funktionalgleichung
(1.3) die Existens der trivialen Nullstellen der Zetafunkton

¢((—2n) =0 fir n e,

aber keiner weiteren in o < 0. Da die Pole der Gammafunktion alle einfach sind, sind

es die trivialen Nullstellen auch. Nichttriviale Nullstellen ¢ = 3 + iy kénnen nur
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im kritischen Streifen 0 < ¢ < 1 liegen, aber nicht auf der reellen Achse, was man

leicht aus der Identitét

(2 —1)¢ls) = 2

fiir o > 0 erkennt. Da die Zetafunktion reell auf der reellen Achse ist, ergibt sich mit

(=n"

nS

dem Spiegelungsprinzip eine weitere Funktionalgleichung

(14) <) =((s)-

Daher liegen die nichttrivialen Nullstellen symmetrisch zur reellen Achse und zur
kritischen Geraden o = % Es gibt unendlich viele nichttriviale Nullstellen: Wir
definieren N(T') als die Anzahl der Nullstellen p = 8+ iy mit 0 < <1, 0 <y <T
(mit Vielfachheit). Riemann vermutete und von Mangoldt bewies die Riemann-von
Mangoldt-Formel

(15)  N(T) = QTW log 2T7T€ +O(log T).

Riemann bestimmte die "ersten” Nullstellen $+i14.13..., $+i21.02..., ... und stellte die
berithmte, bisher unbewiesene Riemannsche Vermutung auf, dass alle Nullstellen

im kritischen Streifen den Realteil % haben, oder dquivalent
; 1
((s) #0 fiir 0>

Speiser [8] zeigte (In einer Arbeit iiber die Riemannsche Fliche der Zetafunktion),
dass die Riemannsche Vermutung dquivalent ist zu der Aussage, dass (’(s) im Streifen
0<o< % keine Nullstellen hat.

Auf der kritischen Gerade gibt es eine andere Beziehung zwischen den Nullstellen von

¢(s) und ¢’(s): Wir schreiben die Funktionalgleichung (1.3) als

(16)  C(s)= Als)C(1—s) mit Ads) =

" 2T(s) cos e

A(s) ist eine meromorphe Funktion mit nur reellen Polen und Nullstellen. Nach der

Stirlingschen Formel gilt

10 e - (L) e (o)) 150 (1) wxn)
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Differenzieren von (1.6) ergibt

(1.8)  ('(s) = Al(s)C(1 = s) = A(s)¢"(1 — 5).

Dadurch folgt mit dem Spiegelungsprinzip, dass jede Nullstelle der Ableitung der
Zetafunktion auf der kritischen Geraden eine mehrfache Nullstelle der Zetafunktion
selbst ist:
(1.9) ¢ (;—H't) —0 = C(;+it> 0.
Daher kénnte man mit einem Beweis, dass ('(s) in 0 < o < 3 keine Nullstellen
hat, die Riemannsche Vermutung folgern, sowie die Aussage, dass alle Nullstellen der
Zetafunktion einfach sind!

Levinson und Montgomery [6] erbrachten eine quantitative Version von Speisers
tiberraschendem Ergebnis. Mit Hilfe des Argumentprinzips (Satz A.2) fir die loga-
rithmische Ableitung von (1.3) zeigten sie :

Satz 1.1 Wenn ¢ = (' + iy die Nullstellen von ('(s) sind, dann ist
ﬂ{g' : —1<6’<;, T<7’§T+H}
1
_ ﬁ{g 0<h<, T<7§T+H}+O(log(T+H)).

Also gibt es genausoviel nichttriviale Nullstellen der Zetafunktion wie von ihrer Ablei-
tung in der linken Hélfte des kritischen Streifens (bis auf einen kleinen hypothetischen
Fehler).
Heath-Brown [3]| zeigte denselben Sachverhalt, allerdings mit der logarithmischen
Ableitung von (1.6).

Da dieser Beweis das Grundgeriist fiir den Beweis in Kapitel 3 ist, wird er hier

explizit angegeben:

Beweis von Satz 1.1. Wir wenden auf h(z) = %(s) das Argumentprinzip an, da
die Nullstellen von h(z) genau die Nullstellen von (’(s), ihre Polstellen genau die
Nullstellen von ((s) sind. Wahle T} und T3 mit T} < T3, so dass weder ((s) noch
¢’(s) Nullstellen haben fiir ¢t = T;,—-1 <0< % Wir betrachten den Argumentwechsel
auf dem Rechteck R mit Eckpunkten 1 — & +4Ty, 5 — 8+ iTh, —1+4T5 und —1+ T}
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fiir ein kleines positives 0. Logarithmisches Ableiten der Funktionalgleichung (1.6)

ergibt
g/ A/ C/

(1.10) Z(S) = K(S) - —=(1-ys),

mit der Stirlingschen Formel ist

(1.11) i(s) _ —1og2’; +0 (1) (t>1).

Linke Kante:
Da %(2 + it) eine absolut konvergente Reihe ist, wie man aus der Logarithmischen

Ableitung des Eulerprodukts (1.2) erkennt, ergibt sich aus (1.10) und (1.11)

¢ : t

= (—=1+41it) = —log — + O(1).

S +it) = —log - +O(1)
Damit ist Re C?,(s) < 0 fiir ¢ = —1 und somit die Anderung des Argumentes hier fiir
S(s) < 1.

Rechte Kante:
Wir betrachten zuerst o = 1. Aus (1.10) wird

(i) S-S ()

Mit Anwendung des Spiegelungsprinzips (1.4) wird aus der linken Seite

2Re g (; —I—it) .

Mit (1.11) wird die rechte Seite zu
t 1

—log — 4+ O(-).

0g o +0(3)

Also gilt:

(1.12) Re 2 (; +z’t) <1 (t#7).

fiir gentigend grofse t.
In einer Umgebung einer Nullstelle p = % + iy mit Vielfachheit m(o) haben wir:

C(s) = (s — 0)™9 - holomorpher Faktor,
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also
log ((s) = m(p) log (s — o) + holomorper Rest.

Differenzieren liefert:

()= ML e ofls - o,

Mit s = % + it — p folgt Re ¢ < —1, wegen (1.12), und mit s = % — § + it erhalten

(1.13)

wir
¢ m(o)d 1
Re =-(s) = — +Rec+O(|s—o]) <—=
S = T (1s — o) < —
fiir geniigend kleine |s — p|. Damit folgt fiir geniigend kleines § (das nur von T,
abhéngt)
¢’ (1 , ) 1
Re - (-—d+it) < ——
e c\3 +t) < 7

fiir Ty <t < T5. Daraus folgt sofort, dass die Variation des Arguments von % (s) < 1.

Horizontale Kanten:
((s) and ('(s) sind beide O(t°) fiir o > —2 (nach Satz A.3). Nach Funktionalgleichung
(1.6), (1.7) und (1.11) ist

3
C(=1+4T3) > T},

3
((~1+1iT) > T logT;

Wir betrachten die Kanten von —1 +7j bis % + 1T}, da die T} so gewahlt wurden, daf
5 + T} keine Nullstelle von ¢(s) und ('(s) ist.

Wir setzen

i (5) = =12 (s).

damit ist der Hauptherm der Dirichletreihe von &, positiv bei s = %—HTJ fiirj=1,2
und k£ =0, 1.
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Obere Kante: (untere analog)

Sei q nun die Anzahl der Nullstellen von Re {®x(s)} auf der Strecke J = (-1 +
1T 2,% + iT5). Dann ist dieses Stiick in wenigstens ¢ + 1 Teilintervalle geteilt, auf
denen Re {®4(s)} ein konstantes Vorzeichen hat. Daher betrégt die Verdnderung von
Im {log ®(s), also arg{®,(s)} hochstens 7 in jedem Teilintervall, da sich arg{®x(s)}

und arg{¢’(s)} hochstens um eine Konstante unterscheiden auf .J.
[tm {7} = [Im {[log D(s)]1, 57"} < (g + D).

Wir bestimmen nun q.

Setze
£(z) = ;{@k@ +iTy) + rE + T3}

(Wenn z = o reel, folgt f(z) = Re {®y(0 +iT3))
Wir wéhlen Ts so grof, daf

1

Sei R := T2 — Tl-
Wir betrachten die z mit |z — | < R. Dann ist

Im{z+2T2}>T2—R:T1>0

Damit ist ®4(z + i73) und also auch f(z) analytisch fiir |z — | < R. Sei n(p) die
Anzahl der Nullstellen von f(z) auf dem Kreis |z — 5| < p. Wenn r = 3 und r; = 2,
erhalten wir:
3 n(p) 3, [¥dp 3
Ty = n(3) |, log 2.
f, =z [ =n) s
Dabei gilt mit der Formel von Jensen (Satz A.4):

(1.14) n(é) = 27rlog2/

Da ((s) und {’(s) beide O(t¢) fur grofse t,und

1 1 1
19 - - -

f(;) Re {CI)k(l +iTy)} > T2 log Ts
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folgt nach (1.14), dass

n(3) = Ollos Ty).

Die Nullstellen von Re {®4(s)} auf J entsprechen der gleichen Zahl Nullstellen von
f(z) auf (=1,3). Dar =2 =1 —(=1), ist (—1,3) im Kreis |z — 3| < 3 enthalten.
Dabher ist ¢ < n(ry), und die Variation des Arguments von Cé(s) = O(log T3).

Damit ist ist die Variation des Arguments von Cf/(s) < O(logTy) auf dem gesammten
Rechteck R. Mit dem Argumentprinzip folgt sofort (1.1). (Die eingeschrankten T}
bzw. Ty kénnen natiirlich nach (1.5) durch die willkiirlicheren T', bzw. T + H ersetzt

werden, was den Fehler zu O(log (T + H)) macht)



Kapitel 2

Dirichletsche L-Funktionen

Sei ¢ € IN; unter einem Charakter (oder Restklassencharakter )y mod ¢ versteht

man eine Funktion x : z — ¢ mit folgenden Eigenschaften fiir alle a € z:

a=0bmod q= x(a) = x(b)
x(ab) = x(a)x(b)

x(a) #0 % (a,q) =1,

wobei (a, q) fir den grokten gemeinsamen Teiler (ggT) von a und q steht.

Die Menge der Charaktere mod ¢ ist eine Gruppe der Ordnung g := ¢(q) (Siehe
A.10) mit neutralem Element yo. Den Charakter xo mod ¢ mit yo(a) := 1 fiir alle
a € z nennt man auch Hauptcharakter mod ¢. Aus (x(a))? = x(a¥) = x(1) =1
folgt, dass x(a) ein Element der Menge

2
{earp (gy> 0<y < g}

aller g-ten Einheitswurzeln ist. Insbesondere ist |x(a)| = 1. Jedem Charakter x
mod ¢ konnen wir eine Dirichlet-Reihe zuordnen, die wir mit L(s, x) bezeichnen.

Aufgrund der Multiplikativitdt von x(n) gilt in o > 1, analog zu (1.2)

(21) Lisy) = i = = T (1 = x(p)p)~*

p€ElP

11
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Diese zunéchst in ¢ > 1 holomorphen Funktionen werden als Dirichletsche L-
Funktionen bezeichnet. Ist y = x¢ der Hauptcharakter, erkennt man durch Vergleich
der Euler-Produkte in o > 1
(2:2)  L(s,xo) = C(s) [T (1 =p7).

plg
Die analytischen Eigenschaften von L(s, xo) lassen sich damit aus den Ergebnissen
fiir ¢(s) ablesen. Ist x nicht der Hauptcharakter, so verhélt sich die Reihe L(s, x)

deutlich anders.

Satz 2.1 Seix ein Dirichlet-Charakter mod q, x # xo. Dann ist die Reihe > x(n)n~*
in Re s > 0 konvergent, und es gilt L(1,x) # 0

(Zum Beweis, siehe [1]).

Mit (2.1 ) folgt direkt, dafs L(s, x) auf dem reellen Intervall [1, 0o) stetig ist,und dort
nirgends verschwindet. Also ist auch log L(s, x) eine stetige Funktion. Analog zur
Zetafunktion existieren fiir o > 1:

Ableitung
L'(s,x) ==Y x(n)(logn)n=,
n=1
Inverses

(L))" = T (1 — xo)p*) = i u(m)x ()™,

pelP

Logarithmische Ableitung

L/ oo s
Z(s0 == > XA

Mit den zahlentheoretischen Funktionen u(n) (A.8) und A(n) (A.9).
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2.1 Primitive Charaktere

Sei x ein Charakter mod ¢. Die Funktion y|{n : (n,q) = 1} hat Periode ¢, allerdings
kann es noch kiirzere Perioden geben. Sei ¢; die kiirzeste Periode. Wir zeigen ¢1]g.
Dazu schreiben wir (¢, q1) = uq+wvq; mit u,v € Z; es folgt x(n+ (¢, q1)) = x(n). Also
ist (q,q1) eine Periode. Da ¢; die kiirzeste war, folgt ¢; < (¢, ¢1), was nur fiir ¢;|q sein
kann. Wir nennen y primitiv, wenn ¢ = ¢; gilt. Der Hauptcharakter wird nicht zu
den primitiven Charakteren gezéhlt. Ist ¢ = p eine Primzahl, so ist jeder Charakter
X # Xo primitiv.

Sei x; ein primitiver Charakter mod ¢; und ¢ ein Vielfaches von ¢;. Dann lasst sich

durch

x(n) = xi(n) ,fiir (n,q) =1, x(n) =0,fiir (n,q) > 1

ein Charakter mod ¢ konstruieren. Man sagt dann, y werde von y; induziert.
In diesem Kapitel sollen Resultate aus Kapitel 1 auf Dirichletsche L-Funktionen iiber-
tragen werden. Dabei reicht es, L-Funktionen zu primitiven Charakteren zu betrach-

ten. Ist ndmlich y mod ¢ von x; mod ¢ induziert, dann folgt aus den Euler-Produkten

(23)  L(s,x) = [I@=xalp)p*) " = L(s, x1) [[Q = xa(p)p™*).

Pl plg
Damit ist die Frage der Fortsetzbarkeit von L(s, x) auf das entsprechende Problem
fir L(s, x1) zuriickgefiihrt. Bereits in (2.2) hatten wir das analytische Verhalten von
L(s, xo) auf die Zetafunktion zuriickgefiihrt.
In dieser Arbeit bezeichne y stets einen primitiven Charakter mod gq.
Bemerkung:

Wenn ¢ = p > 2 eine Primzahl ist, gilt fiir reellwertige Charaktere

(%) falls  (a,p) =1

xla) = 0 falls (a,p) #1

mit dem Legrende-Symbol ( ) (Siehe A.7).

a
p
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2.2 Die Funktionalgleichung der Dirichletschen L-
Funktionen

Wir beginnen mit der Beobachtung x(—1)* = x(1) = 1. Also gilt x(—1) = +1. Wir
miissen die Félle y(—1) =1 und x(—1) = —1 getrennt betrachten.(vgl. ([1])
Sei y ein primitiver Charakter mod ¢ mit x(—1) = 1. Dann ist L(s, x) eine ganze

Funktion in s, und es gilt

Nlw

_1-s 1-s 1—s —N \/a _% f
(24> m™o2q F( 2 )L(1_87X> - @ﬂ- q F(Q)L(S7X)

Sei x ein primitiver Charakter mod q mit y(—1) = —1. Dann ist L(s, x) nach €

holomorph fortsetzbar, und es gilt

2—5s . 1.2./q _1 R 1(g s+ 1
51— %) = g\/_ﬂ 2(F D gz (P (Z2) (s, ),

(2.5) w2 9)gz=op( 5

wobei die Gauksumme g(x) definiert ist, als :

(26)  g(x) :=>_ x(a)exp (2mia/k)

a=1

Fiir unsere Zwecke schreiben wir die Funktionalgleichungen um:

Satz 2.2 Sei x ein primitiver Charakter mod q. Sei

5(x){ 0 x-D=1

1, x(-1)=-1

Dann st

L(SaX) = A(57X)L(1 - S,Y),

mit
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Beweis von Satz 2.2 Umstellen der Funktionalgleichung der Zetafunktion (1.3)

liefert
 T(55%)
C(s) =m""2—22((1 —s),
(@ = b ik -9
womit A(s) definiert ist.
Sei 6(x) = 0:
Umstellen von (2.4) liefert sofort
o POF) e e
L S, X) = _s i ) L- S X
00 =" ry e s

und damit

L) =AY g ).

S

Sei d(x) = 1:

Umstellen und Erweitern von (2.5) liefert

L(s,x) = _g F(

also

L) = A p(1 - s L TC2IGE)

S

Der letzte Term kann vereinfacht werden. Mit Hilfe der Funktionalgleichung der Gam-

mafunktion (A.4) erhalten wir

A o] <27> ()

Zweimaliges Anwenden der Legendreschen Verdopplungsformel (A.6) und die Formeln

(A.5),(A.1) und (A.2) ergeben schlieflich

L(s,x) = A(s)g(X)L(l - 5,%) 1 cot %

S



DIE NULLSTELLEN VON L(s, X) 16

2.3 Die Nullstellen von L(s, x)

Aus der Funktionalgleichung folgt wegen der Pole der Gammafunktion die Exi-
stenz der sogenannten trivialen Nullstellen Dirichletscher L-Funktionen. Es gilt
L(s,x) = 0 fir s = 0,-2,—4,—6,... ;wenn d(x) = 0, L(s,x) = 0 fir s =
0,—1,-3,-5,... ,wenn 6(x) = 1. Diese Nullstellen sind alle einfach, da die Polstellen
der Gammafunktion einfach sind.

Alle weiteren Nullstellen liegen in 0 < Re s < 1.Aus Satz 2.2 folgt, dass, wenn o
eine komplexe Nullstelle von L(s,y) ist, auch 1 — g eine Nullstelle ist. Das heift
die komplexen Nullstellen von L(s, x) liegen symmetrisch zur kritischen Geraden. Es
seien N (x) die Menge der Nullstellen von L(s,x) und N(T,x) = #{o € N(x) :
|Im po| < T'}. Dann gilt als Analogon zur Riemann-von Mangoldt Formel (1.5) die
Abschétzung fiir primitive Charaktere y mod ¢ (Vgl.[4]):

1 T T
(2.8) N(T,x)=—TlogT + —log L _— 4 O(logqT) + O(1)
2m 2m 2 27

Die verallgemeinerte Riemannsche Vermutung (Genaralized Riemann Hy-
pothesis GRH) besagt, dass die nichttrivialen Nullstellen aller L-Funktionen
alle den Realteil o0 = % haben.

Bemerkung:

Da es unendlich viele L-Funktionen gibt, gibt es dementsprechend auch unendlich
viele Riemannsche Vermutungen fiir L-Funktionen. Nicht beriicksichtigt bei der GRH
werden L-Funktionen zu Charakteren y, die von Charakteren y; induziert sind. Nach
(2.3) haben diese zusétzlich zu den Nullstellen von L(s, x1) noch Nullstellen mit
Realteil o = 0, die interessanten Nullstellen sind allerdings die von L(s, x1). Daher

beschranken wir uns bei y auf primitive Charaktere.

2.4 Die Nullstellen von L'(s, )

Es seien N (x) die Menge der Nullstellen von L'(s, x) und Ny(T, x) = #{0 € M(x) :
|Im p| < T'}. Yildirim [10] bewies:

T
Ni(T', x) = — log +O(qlog T)

2rem
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(m sei die kleinste Primzahl, die nicht q teilt)
Ferner zeigte er nullstellenfreie Regionen fiir L'(s, x) rechts und links vom kritischen
Streifen.

Fiir die rechte Seite:

Satz 2.3 Es ist L'(s,x) # 0 fir

4
mlogm

(2.9) a>1—|—%(1+ 1+

Fiir die linke Halbebene:

)

Satz 2.4 Fireine > 0 gibt es es ein K, abhingig von € und 6(x), so daf§ L' (s, x) # 0

gilt fir |s| > q,0 < —e,|t| > e.

Fiir ¢ < —q gibt es natiirlich auch die triviale Nullstellen auf, bzw. nahe bei der
reellen Achse. Diese Aussagen sind Spezialfille von Aussagen iiber L) (s, x), die wir
in Kapitel 6 beweisen.

Interessant sind natiirlich vor allem die Nullstellen von L'(s, x) im kritischen Streifen.

Yildirim liefert hier einen erstaunlichen

Satz 2.5 Es gelte die verallgemeinerte Riemannsche Vermutung. Wenn d(x) = 0

und q > 216, dann hat L'(s,x) genau eine Nullstelle o1 mit 0 < Re o1 < % bet

1 log log q
+0
fogg O log® ¢ )

Wenn §(x) = 1 und q¢ > 23, dann hat L'(s, x) keine Nullstellen in der linken Hdlfte

(2.10)

des kritischen Streifens.

Leider benotigt der Satz die Giiltigkeit der verallgemeinerten Riemannschen Vermu-
tung, und auch die Einschrankungen fiir ¢ verringern die praktische Anwendung. Der
Beweis des Satzes steht am Ende von Kapitel 6, da er an dieser Stelle nicht benétigt
wird.

Bemerkung:

Das Auftauchen einer einzelnen nichtreellen Nullstelle links der kritischen Geraden ist
auch fiir die Ableitungen der Zetafunktion bekannt. So zeigte Spira [9] die Existenz
einer Nullstelle von (”(s) in der Néhe von —0, 36 + i3, 59.
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2.5 Beziehungen zwischen den Nullstellen von L(s, )

und L'(s, x)

Fiir reelle Charaktere y mod ¢ gilt fiir L-Funktionen ein Spiegelungsprinzip, analog
zu (1.4). Es ist

(2.11) L(5,x) = L(s, x).

Wenn wir die Funktionalgleichung aus Satz 2.2 differenzieren, erhalten wir

L/(87 X) = A/(S7X)L(1 -5, X) - A(87 X)L/(l - S7X)'

Nach der Stirlingschen Formel ist:

o= (o) e (i (5 o)) (14 2) Y (140 (2)

Zusammen mit dem 2.11 folgt also, dass fiir reelle Charaktere jede Nullstelle von

L'(s, x) auf der kritischen Geraden eine mehrfache Nullstelle von L(s, x) ist :
1 1

% (2—|—it,x> —0 = L<2+z’t,x> —0
Daher kénnte man mit einem Beweis, dass L'(s, x) in 0 < o < 1 keine Nullstellen
hat, die Riemannsche Vermutung fiir diesen Charakter folgern, sowie die Aussage,
dass alle Nullstellen der entsprechenden Funktion L(s, ) einfach sind.
Bemerkung
Es ist zu vermuten, dass dieser Zusammenhang auch fiir L-Funktionen zu komplex-

wertigen Charakteren y mod ¢ gilt, ich habe mich in dieser Arbeit eines solchen

Beweises aber nicht angenommen.

Wir wollen uns in dieser Arbeit mit einer quantitativen Aussage iiber die Anzahl der

Nullstellen von L(s,x) und L'(s, x) beschéftigen. Analog zu (1.1) gilt ndmlich:

Satz 2.6 Es bezeichne o = B+ivy die nichttriviale Nullstellen von L(s, x), o' = '+iy'
die nichttrivialen Nullstellen von L'(s,x). Dann gilt:

1
ﬁ{g' : —q<ﬁ'<§, T<7/§T+H}

_ ﬂ{g : 0<5<;, T<7§T+H}+O(log(T+H)).

(t=>1)



Kapitel 3
Beweils von Satz 2.6

Wir wenden auch hier auf h(z) = %(s, X) das Argumentprinzip an. Wahle 77 < T5 so,
dass weder L(s, x) noch L'(s, x) Nullstellen haben fir t =7;,—¢ <o < 1, j =1,2.
(Davon konnen wir ausgehen, da die die Nullstellen einer nicht konstanten meromor-
phen Funktion keinen Haufungspunkt haben) Wir betrachten den Argumentwechsel
auf dem Rechteck R mit Eckpunkten % — 0+ 1T, % —0+1iT5, —q+ 115 und —qg +iT;
fiir ein kleines positives 0. Logarithmisches Ableiten der Funktionalgleichung fiir L-

Funktionen (Vergleiche Satz 2.2) liefert
r A r _
31 Fsx) =5 (5x) = (1= 5X)

Wie schon erwahnt ist nach der Stirlingschen Formel:

M= () e (5ot )) (14 2) " (140 (3)

d 1 ime'™s
@ og (— - —0(1
ds 08 <€zrrs_1) eims _ 1 ( )’

Es ist

(Wegen t > 1 kann der Nenner nicht Null werden).

Zusammen mit (1.11) folgt also

/

A { 1
(32)  T(sx)=—logo—+0 <

t

) (t>1).

Wir betrachten die linke Kante

19
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Fiir 0 > 1 gilt die Eulersche Produktdarstellung (2.1). Daher ergibt sich die loga-
rithmische Ableitung von L(1 + ¢ + it,x) als absolut konvergente Dirichletreihe. Mit
(3.2) erhélt man

/

. t
f(—q +it,x) = — log P + O(1).

Da also Re %(—q + it,x) < 0 fiir hinreichend grofse t ist, ergibt sich, dass auf der
Kante (0 = —¢) der Wechsel des Arguments von %(S, X) < 1 ist.

Die beiden horizontalen Kanten

Hier kénnen wir die Anzahl der Nullstellen von L(s, x) und L'(s, x) direkt bestimmen.
Wir betrachten die Kanten von —q + 7} bis % + 15,5 = 1,2. Wir setzen:

Dr(s, x) = (—1)kx(m)eiTl°gmL(k)(s, x) fir (k=0,1).

wobei m die kleinste natiirliche Zahl n > 1 mit x(n) # 0 ist, bzw. wird m = 1
gesetzt, wenn k = 0. Damit ist der erste Summand in der Dirichletreihenentwicklung
von ¥, (3 + i1}, x) positiv.

Fiir die obere Kante gilt:

Sei [ die Anzahl der Nullstellen von Re {®y,(s, x)} auf der Strecke J := [—q+1iT, 5 +
iT5]. Dann ist J in maximal [ + 1 Teilintervalle geteilt, auf denen Re {®x (s, x)} kon-
stantes Vorzeichen hat. Daher ist der Wechsel des Arguments von ®(s, x) hochstens

7 in jedem Teilintervall. Auf ganz J betragt also der Wechsel des Arguments

[Im {J}| = [m {[log @x(s)]3}7 "} < (L + 1)

§+iTe
Um [ zu bestimmen, setzen wir
1 . X /— |, 1 —\
flz,x) = 5{‘1%(2 + Ty, x) + Pz + T3, X) }-

(Wenn z = o reel ist, gilt also f(o,x) = Re {®r(c +iT2,x)})
Wir wéhlen T5 so grof, dass

1

Sei R:=T, -1}
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Wir betrachten die z mit |z — 1| < R. Dann ist
Im {z+iT3} > T — R="T, > 0.

Damit ist (2 + i15, x) und also auch f(z, x) analytisch fiir |z — 1| < R. Sei n(w)
die Anzahl der Nullstellen von f(z) auf der Scheibe |z — 1| < w. Setze r = 1 + 2¢.

Wir haben nun:

/OT Malcu > n(g) v n(g)log 2.

w row
So ergibt sich mit der Formel von Jensen (Satz A.4)

(33) )<

1
log 2

2w o 1 1
| 1081737 + D)ldo — = 10g |13
0

2mlog 2

Um die Terme auf der rechten Seite abzuschétzen, betrachten wir:

7(5)] = Re @ (5 +iT3)

1 14,
m2 n=m+1 nz il

m{mqm+ﬂywéi<mmwm}

>

Da L¥(s,x) = O(t¢) fiir t — oo (Fiir k = 0 gilt |L(s, x)| < 2q|s|, fiir 0 > £ nach ([2]).
Die Abschatzung folgt so aus der Anwendung der Formel von Phragmén-Lindel6ff
(Satz A.3) auf L(s, x) zusammen mit der Funktionalgleichung. Fiir k = 1 zusammen

mit der Ableitung der Funktionalgleichung), folgt
r
n(§) < log Ts.

Die Nullstellen von Re {®4(s, x)} auf J entsprechen der gleichen Zahl Nullstellen von

f(z,x) auf (—g,3). Da L = 2 = 1 (—¢), ist (—q, ) im Kreis | — | < r enthalten.

Daher ist I < n(%), womit der Wechsel des Arguments von L¥)(s, x) auf J < log Tp

ist. Damit ist der Argumentswechsel von £ (s,x) = O(log T3) auf J Der Beweis fiir

die untere Kante lduft analog.
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Die rechte Kante
Aus (3.1) wird

Wir betrachten zuerst o = %

L’(1+,t >+L’(1 't>—A/(1+'t )
L 2 Z?X L 2 ZaX _A 2 27X'

Fiir L-Funktionen gilt ein Spiegelungsprinzip, analog zu (1.4). Es ist

L(s,X) = L(5,X) = L(3, x)-

Somit wird aus der linken Seite

!/

L /1
2Re — (= + it )
Re 7 (2—1-2 ,X)

Mit (3.2) wird die rechte Seite zu

t 1
—log— + O(-).
og 5 +0()
Also gilt:
L /1 .

fiir gentigend grofse t.
In einer Umgebung einer Nullstelle o = % + iy mit Vielfachheit m(p) haben wir:

L(s,x) = (s — 0)™9 - holomorpher Faktor,
also
log L(s, x) = m(p)log (s — g) + holomorper Rest.

Differenzieren liefert:

L m(p
T = 2 e 0s - o).
Mit s = § +it — o folgt Re ¢ < —1, wegen (3.4), und mit s = 1 — § + it erhalten wir
L m(0)d 1
Re f(s,x) = 5= P +Rec+0O(s—o|) < —g5

fiir gentigend kleine |s — p|. Damit folgt fiir geniigend kleines § (das nur von T

abhéngt)

L /1 1
_ _ 3 < -
Re 7 (2 0 Zt’X) -
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fiir Ty < t < T5. Daraus folgt sofort, dass die Variation des Arguments von %(s, X) <
1.

Damit ist ist die Variation des Arguments von £ (s) < O(logT3) auf dem gesammten
Rechteck R. Mit dem Argumentprinzip folgt sofort Satz 2.6. (Die eingeschréankten T}
bzw. T kénnen natiirlich nach (2.8) durch die willkiirlicheren T', bzw. T'+ H ersetzt
werden, was den Fehler zu O(log (T' + H)) macht)



Kapitel 4
Eine bessere Abschatzung

Wir konnen zeigen, dass es moglich ist, den Fehler in Satz 2.6 zu minimieren. Es gilt:

Satz 4.1 Essei R: 0<t<T,0< 0 < % Sei N(T,x) die Anzahl der Nullstellen
von L(s,x) in R. Sei N\(T,x) die Anzahl der Nullstellen von L'(s,x) in R. Fir
alle grofien T, solange nicht N(T,x) > % ist, existiert eine Folge (T}),T; — oo mit

J — 00, so dass gilt:
Ni(Tj, x) = N(Tj,x) + O(1).

Beweis:
Sei {0 := [ + i} die Menge der Nullstellen von L(s, x) im kritischen Streifen. Wir

wenden das Argumentprinzip auf %(3, X) an. Es ist :

L 1. q 1. TV s+46(x) 1 1
Zsy) = —=log L~ ZRe — B 3 -
Re L(s,x) 0g Re —( 5 )+ Re B(x) + Re ] 8_@4—@ ,

nach logarithmischem Ableiten der Funktionalgleichung (Vgl.|2]). Re B(x) ergibt sich
als —>>,Re %. Damit folgt

L 1 1 I" s+6(x)

R O e SN
(4.1) ReL(S,X)— Qlogﬂ ZReF( 5 )+RG§S_Q'

Der I'-Term ist O(log (t 4+ 2)). Wir betrachten die Summe:
Aus Satz 2.2 folgt:Ist o = 5 4 iy Nullstelle, dann auch 1 —g=1—-F+iy. (8 < %)

Re (2 L )= G- =) (=3 = (3 = B

+ o
-0 s+1+7 2 |s — o|?|s — 1+ 79|?

24
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Setze
PP o et Gt Vi T
ot |s — 0]?|s — 1+ 9|? l |s — 0|2
Dann ist
1 1
(4.3) I:=Re ZS_Q :—(5—0)[1.
0

Die linke Kante:
Daoc=0und 0 < 8 < % sind alle Terme von I; positiv, damit ist / < 0 und nach
(4.1): Re £(s,y) <0.
Die rechte Kante
Aufser bei 99 = By + ivo € {0} mit Gy = % ist 7 = 0. Dann gilt |s — |72 — oo fiir
|s — 00| < e. Auf einem Halbkreis um gp mit o < % ist also I; > 0, und so I < 0.
Daher ist auf einem solchen Halbreis Re £ (s, ) < 0. Also auch auf o = 1.
Die untere Kante
Hier folgt Re %(s,x) < 0 mit (4.1),(4.2) und (4.3) aus der Tatsache, dass wir fur
viele L-Funktionen wissen, dass die GRH fiir kleine ¢ erfiillt ist. Die L-funktionen, fiir
die wir eine solche Aussage nicht treffen konnen, haben in dem beschrankten Gebiet
um die untere Kante aber hochstens endlich viele Nullstellen, fiir die Re %(s, x) > 0.
Dadurch erhalten wir unser O(1) in Satz 4.1 Insbesondere tauchen fiir einige L-
Funktionen zu reellwertigen Charakteren y mod ¢ auf der reellen Achse sogenannte
exzeptionelle Nullstellen 3 und 1— (5 auf (Vgl [1]). Aber auch hierfiir reicht O(1)
vollkommen aus.
Die obere Kante

Nehmen wir an, die Folge (7)) mit lim; .,,7; = oo und Re %(s,x) < 0 bei
t =T;,0 < o < 3 existiere nicht. Dann gibt es (¢;),c; mit Re %(s,x) > 0 fiir einige
0<o< % Dann ist dort I; < 0 und es gilt:

(=P + (o= 3P~ (- B <
= |t—n| <

(5<5)

| = O

Sei I = n, dann gibt es wenigstens ein ¢ mit 3 < 5 und |y — n| < 3. Damit wére in

diesem Fall aber N(T') > T + O(1), was uns zum Widerspruch fiihrt.
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Bemerkung: Der Beweis stellt in grofsen Teilen eine Verallgemeinerung des Beweises
von Levinson und Montgomery fiir Satz 1.1 dar, der in Kapitel 1 schon erwahnt wurde.
Es bleibt zu untersuchen, fiir welche Charaktere y mod ¢ der Fehler verschwindet. So
tauchen z.B fiir komplexwertige Charaktere keine exzeptionellen Nullstellen auf, bzw.

taucht fir einige Charaktere bei L'(s, x) eine einzelne Nullstelle auf (Siehe 2.10).



Kapitel 5
Dedekindsche Zetafunktionen

Fiir eine ausfiihrlichere Darstellung und die Beweise der Sdtze 5.1 und 5.2, siehe [5].
Definitionen:

Als algebraischer Zahlkorper oder kurz Zahlkérper bezeichnet man jeden Er-
weiterungskorper K des Korpers @ der rationalen Zahlen, der als @-Vektorraum eine
endliche Dimension n = (K|e) hat.

Ein Element « eines Zahlkorpers K heifst ganz iiber z, wenn es Nullstelle eines
normierten Polynoms in z[X] ist.

Die Menge Ok = zg aller iiber z ganzen Elemente des Zahlkorpers K ist die beziiglich
Inklusion gréfste Ordnung von K. Wir nennen O Ganzheitsring in £.

Zu jedem algebraischen Zahlkérper K mit Ganzheitsring Og bilden wir die Dede-
kindsche Zetafunktion von K durch die Summe tiber die ganzen Ideale A # {0}
mit der Absolutnorm N (.A):

1
Ck(s) =D~ rs
2 N A
Satz 5.1 Die Dedekindsche Zetafunktion (i (s) eines Zahlkérpers K st fir o > 1
absolut konvergent. Analog zur eindeutigen Primfaktorzerlequng in z liefern die Prim-

ideale eine eindeutige Primzerlegung im Zahlkorper. Daher besitzt (i (s) in o > 1 das

tber alle Primideale P # 0 des Ganzheitsringes erstreckte Eulerprodunkt

1

Ck(s) = 1;[ NP

27
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Satz 5.2 Es sei m > 1 eine natiirliche Zahl und K = o(exp?=t) der m-te Kreistei-

lungskdrper iber @. Dann stehen (i, die Dirichletschen L- Funktionen L(s,x) und

die Riemannsche Zetafunktion in der Relation
(5.1)  Cx(s) =¢(s) [T L(s,x)-
X

Eine dhnliche Faktorisierung gilt auch in anderen Zahlkorpern, so ist z.B in quadra-

tischen Zahlkorpern

Ck(s) = C(s)La(s)

fiir eine Dirichletsche L-Funktion L4(s) (Vergleiche [5]).

Man erkennt sofort aus (5.1) fiir die Nullstellen der Dedekindschen Zetafunktionen:
(k(s) =0« ((s)=0 oder L(s,x)=0.

Da fiir die logarithmische Ableitung von (x(s) gilt

C}{ B C/ I
CT((S) = E<S) + ijf(s,x),

folgt aus den Beweise der Sdtze 1.1 und 2.6:

Satz 5.3 Sei K ein Zahlkérper in dem sich die Dedekindsche Zetafunktion fakto-
risieren laft. Es bezeichne o = Pk + ik die nichttriviale Nullstellen von (k(s),

0 = By + iy die nichttrivialen Nullstellen von (i (s). Dann ist:
1
]j{g’K : O<ﬁ}(<§, T<7}(§T+H}

1
= ﬁ{QK : O<5K<§, T<7K§T+H}+O(log(T—|—H)).



Kapitel 6
Ho6here Ableitungen von L(s, x)

Die in Kapitel 2.4 gemachten Aussagen von Yilderim (Vgl. [10]) iiber L'(s, x) kénnen
auf k-te Ableitungen (k > 1) erweitert werden.
Wir betrachten L(s, x) zu einem Charakter y mod g.

Lemma 6.1 FEs gelte die GRH. Mit ¢ — oo st

!/

L
f(l’ X) < logloggq.

Beweis:

_ZZ;(LX) _ i A(”LX(”) _ Z+ i ’
n=2 n=2 n=N+1

wobei N spéater bestimmt wird. Nach dem Primzahlsatz ist

NOA 1
<y AW - 18p ) g,

n p<N

3 A(nzlx(n)

n=2

Da aufgrund GRH

n=2

> A(n)x(n) < 27 log? gz

n<x

ist, ergibt Teilsummation

<

n>N n \/N

Mit der Wahl N = (101;1%? gqq)2 ergibt sich das Gewiinschte. Wenn wir diesen Beweis auf

An)x(n log?
3 (n)x(n) g gN

29
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einer Kreisscheibe vom Radius <« @ um s = 1 fiihren erhalten wir

L C
f(s,x) < loglogq, fir |s—1|< oz g

fiir ¢ — co. Wenn wir noch allgemeiner die Dirichletreihe fiir (%)U —1_j > 1 beriick-

sichtigen, ergibt sich

Lemma 6.2 FEs gelte die GRH. Mit ¢ — oo st

L) C

7 (80) < (loglogg)’, - fiir s = 1] < .

Fiir die Betrachtung der Nullstellen hoherer Ableitungen bendtigen wir zuerst eine

Aussage iiber die logarithmische Ableitung von L®*) (s, x).

Satz 6.3 Es gelte die GRH. k > 1. Dann gilt fiir ¢ — oo:

Lk -6
(00 = (14—

)log g + O(loglog q).

Beweis:
Wir schreiben die Funktionalgleichung aus Satz 2.2 um zu

L(1 = 5,x) = g(x) 2'~*7"¢"# cos Z(s = 3(x)) '(s) L(s. ).

k-faches Ableiten beider Seiten liefert

Lemma 6.4 Die k-fache Ableitung der Funktionalgleichung fir Dirichletsche L-

Funktionen lautet:

29(x) <~ (K, 4 m ) i) o

~DF LW -5, x) = (=) cos=(s—9 I(s)}Y LE=D (s %).

(1 290 0 = 2052 (D} eos 56 = 300) T L4(6,%)
Wir definieren [ := log ;L und setzen s = 1. Lemma 6.4 wird fiir ¢ — oo zu:

(1 L0, ) — 900VT 5k (’;)vm ()LD (1,%) fiir o(x) =

S (I OULED(LR) i 5(x) =

Diesen Ausdruck kann man umschreiben zu

(_1)k L(k)(07X) - { g(xzﬁ[(l + d%)kL(SaY)]s:l(l +0(7Y) fir o(x) =

1
SN[ (1 4 LY L (s, Dot (14 O0TY) i 6(x) = 0.
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Sei Gi,(s,1) :== (I+L)*L(s,X), so dak Gys+1 =[G+ G}, (Der Strich bedeutet Ableiten

nach s). Dann ist

L(k+1) (0.5) = (1 + G—’“( D(1+031™)) fir o(x)=1
IO YT ey S 14 0(Y) e 8(x) =0,
Nun ist fir & > 0:

1 Loy kL 1 LD

(1 l) kL 1L<k)

(1,%) < loglogg,

nach Lemma 6.1 und 6.2. Was den Beweis beendet.

6.1 Einzelne Nullstellen
Seien g, die Nullstellen von L®(s, ). Wir schreiben

L(k-‘rl) L(k-‘rl) 1 1
6.1 (0 il
61 0= G0+ (=50 ).

und differenzieren (6.1) ¢-mal bei s = 0. So erhalten wir

1\ @ X
(W) 0,x)=—t!> o " (t>1).
Ok

Die linke Seite kann durch wiederholtes Anwenden von Satz 6.3 ausgewertet werden.

Das fithrt uns zu

Korollar 6.5 Es gelte die GRH. g, laufe durch alle Nullstellen von L™ (s, x), k > 1.
Wenn q — oo, gilt fiirt = 2,3, ...

t
(*2)" + O((log g)* " loglog q) ~ fiir d(x)
O((log q)'~"loglog q) fiir - 4(x)

Korollar 6.5 ist niitzlich um nach g, nahe beim Ursprung zu suchen.

0,
1

Z ok "
Ok

Nehmen wir L*) (1 —s,x) = 0, mit |s — 1] < an. Wir ordnen die rechte Seite von

10gq
Lemma 6.4 nach Potenzen von [. Es geniigt die zwei Haupterme zu betrachten und

den Rest mit I/, j < k — 2, in einen Fehlerterm zu stecken. Gemift Lemma 6.2 muf

sich

T 2
(6.2)  tan 5(5 —d(x)) = o log ¢ + O(log log q)
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ergeben.
Wenn 6(x) = 1, dann ist tan 5 (s — d(x) nahe bei Null, wenn s nahe bei 1 ist, und

(6.2) kann nicht erfiillt sein. Damit hat L*)(s, ) keine Nullstellen innerhalb O(loéq)

vom Ursprung.
Wenn §(x) = 0, dann hat (6.2) eine Lésung, die eine Nullstelle von L®*) (s, x) offen-
bart, bei

log1
63 — 40 ( o8 qu) .

log q log2 q

Diese Nullstelle nahe beim Ursprung fiir () = 0 bewirkt den Hauptterm in Korollar
6.5.

6.2 Nullstellenfreie Regionen rechts vom kritischen

Streifen

Satz 6.6 Sei m die kleinste Primzahl, die nicht q teilt. Dann ist L™ (s,x) # 0 fiir

4k?

mlogm

).

m
a>1+5(1+ 1+

Beweis:
Sei m = m(q) das kleinste n > 1 mit x(n) # 0. Dann ist m auch die kleinste Primzahl,
die ¢ nicht teilt. Nach dem Primzahlsatz ist m = O(log¢q). Von jetzt an soll L(s, x)

also immer mit n = m beginnen. Es ist

L0 (s = (-1 3 MBI )

so dass

(logm)* & (logn)

L®) > 1
L% (s,x)| > e n;ﬂ:ﬂ > (0 >1)
1 ko roo (logz)* k
. (logm)® / (og2)® (0> )
me m x° logm

(logm)* m'=7k! & (logm)’(o — 1)/

me (O' _ 1)k+1 = j'
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Sei z := (¢ — 1)logm. Wir haben also |L®*)(s, x)| > 0, wenn

k+1 ki
Hmlogm 2= 1 =%
k'mlogm iz J!

z

Fiir diesen Typ von Polynom gibt es genau ein z € R™ bei dem Gleichheit gilt. (Nach

Polya und Szego [7]). Wir konnen o > 1 + annehmen, so dass z > k ist. Dann

bgm

gilt

Zk+1

-
27
Z*S*Wk = S

wobei die letzte Ungleichung fiir z > mlo%(l + /1 + %) erfiillt ist. Das Um-

schreiben dieser Bedingung fiir z in eine Bedingung fiir ¢ beendet den Beweis.

6.3 Nullstellenfreie Regionen in der linken Halbebe-
ne

Satz 6.7 Fir alle e > 0 gibt es ein K = K(k,e,0(x)), so dass es keine Nullstellen

von L¥) (s, x) in der Region |s| > ¢, o< —e, |t| > ¢ gibt.

Beweis:

Nach Lemma 6.4 kénnen wir sagen, |L*) (1 — s, x)| > 0 gilt unter der Voraussetzung

> Z:% <lj> 10 (s) lz__:: (’f ;J> (log ;T)ldcik_jj_l (cos g(s —0(x))L(s,%))-

Sei [t| > €, so dass | tan 3 (s — (x))| beschrénkt ist. Fiir 0 > 1+ ¢ sind L™ (s, x) und

m alle beschrankt. Da
(64)  TO(s) = T(s){(logs) + 3 Buyls)logs)™),  Enyls) = (),
n=0

erkennt man, dass (6.4) gilt, wenn |logs| > Kloggq, fiir geniigend grofe K =

K(k,e,0(x))-
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Die trivialen Nullstellen von L(s, x) liegen bei —2n—0d(x) (Vgl. Kapitel 2) Da fiir reelle
Charaktere nach dem Spiegelungsprinzip (2.11) L(s, x) reellwertig auf der reellen
Achse ist, folgt mit dem Satz von Rolle (Satz A.1), dass es ein ay, = ay(q, €, d(x)) gibt,
so dass L™ (s, x) genau eine reelle Nullstelle zwischen (—1—2n—d(x), 1 —2n—68(x))
besitzt fir 1 — 2n < ag. Wenn y ein komplexwertiger Charakter mod ¢ ist, folgt
mit dem Satz von Rouché (Satz A.5) die Existenz von Nullstellen mit dem Realteil
zwischen (=1 —2n—0(x),1—2n—4§(y)) fir 1 —2n < ay. Diese Nullstellen tendieren

immer mehr zur negativen reellen Achse, je weiter man nach links geht.

6.4 Die Anzahl der Nullstellen von L(k)(s, X)

Sei Ni(T, x),k > 1, die Anzahl der Nullstellen von L®*)(s, ) in einer Region —¢ <
o < ok, |t| < T, wenn T — oo. Wir wollen jetzt Ni(T,x) berechnen. Wir wahlen T
so, dass L™®) (s, x) keine Nullstellen auf den Linien ¢ & iT hat, und o}, sei grok genug

um folgende Bedingungen zu erfiillen:

(i) L™(s,x) hat keine Nullstellen fir o > oy.
> (logn)* 1 (logm)*

(i) > <3

el MO T2 mok
(Das kleinste solche oy, ist < 14 m(1+ ,/ nl;lrozgk;).)
Nach dem Argumentprinzip (Satz A.2) gilt
N(T 1 op+iT —qK T —qK—iT op—iT d | L(k) p
k( ’X) n % /O'k—iT + o +iT +/—qK+iT +/—qK—iT % o8 (8, X) s

1
== %(114’]2"‘[3"‘]4)

Die rechte Kante [;:
L = log L™ (s, x)|7¢"ir

—1)kx(m)(logm)* . . _—
(LS otm)tlog )% v | tog (14 h(s)) g

= log

mit




DIE ANZAHL DER NULLSTELLEN VON L®*)(s, y) 35

Nach Bedingung (i) fiir oy ist |h(s)| < 3 bei 0 = oj. Damit ist auf der Strecke
[0k, — 1T, oy +iT] die Variation des Arguments von 1+ h(s) < 7 und

I, = =2iTlogm + O(kloglogm) + O(oy logm) + O(1).

Die horizontalen Kanten I, und Iy:

Zuerst I,. Wir setzen
O (s,x) = (=1)* x(m)e s LW (s, x),

damit der Haupterm der Dirichletreihe von ®y (o) +14T, x) positiv ist. Sei v die Anzahl
der Nullstellen von Re @, auf der Strecke (—¢™ 4T, 04 +iT). Dann ist dieses Intervall
in hochstens v + 1 Teilintervalle geteilt, in denen Re ®; konstantes Vorzeichen hat.

Daher ist der Wechsel des Arguments von @ (s, x) auf dieser Strecke
Im 1| < (v + 1)m.

Wir bestimmen nun v. Es sei
Flen) = S {@elz + T, x) + BalZ + TN,

und n(w) sei die Anzahl der Nullstellen von f(z) in der Scheibe |z — 0)| < w. Wenn
wir r = 2(0y + ¢¥) setzen, haben wir
T T d,
/ n(w)dwzn(r) fad :n(r) log 2.
0 w 2/ ) w 2

Dann gilt nach der Formel von Jensen (Satz A.4) :

1
log 2

1 (5) < gy | 0B 1A e + 04)|d6 — 1 log (o).

2 2mlog 2

Um die Terme auf der rechten Seite abzuschétzen, betrachten wir

|f(or)] = Re @p(op +1iT,x)
_ (logm)*  —— 7 & (logn)*x(n)
o Re{ mok +X<m>m n:%;ﬂ nak—l-iT
1 (logm)*
2 mor

Die letzte Abschéitzung folgt aus Bedingung (i) fiir oy.
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Auferdem ist in unserem Streifen L®) (s, x) = O(|gs|™"),wenn t — oo, mit M =

M (k). (Fiir L(s,x) siehe Kapitel 3, fiir L%*)(s, x) benotigt man (6.4)). Daher folgt
v<n (;) < ¢* log q|s|

und
Im I, = O(¢" log qT).

Fiir I, fithrt die analoge Argumentation zur gleichen Abschétzung.
Die linke Kante I5:
Aus Lemma 6.4 folgt

2\’ .
196, = 2008 (25 s g + ),
Y

wobei R; der Anteil ist der von

2m s w X(m)
() eos (1= 800 = 01— ) 07T

kommt. Ry kommt von

{(\2/7%)8 Cos g(l —6(x) —s)T(1 = s)} nzi;ﬂ zgr_zs)Jr

= @ {(37%>5 cos 5 (1= 3(x) = )01 = )} VLT (1 = 5.%).

Wenn o geniigend grof negativ ist (Wenn K entsprechend grofs ist), dann ist \%(sﬂ <
1, so dass das Argument von |1 + %(sﬂ um weniger als 7 variiert, wenn s durch I3

lduft. Dann ist
2m Ry o KT
I; = {log (?) +logT'(1 — s) + log Ry + log (1 + R7> + 5(1 — 00O H ok ir
1
T
= 2iTlog g—m +O0(¢") + O(loglog T).

Wenn wir die Abschéatzungen fiir Iy, I, I3, I, zusammenfassen, erhalten wir:

Satz 6.8

+0(¢%1logT), mit T — oo

ql
e

T
No(T,x) = —log 5 ——
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6.5 Die Nullstellen von L% fiir 0 < ¢ < %

Wir kénnen also die Nullstellen von L®*)(s, x) folgendermafen klassifizieren:

(1) Aus Kapitel 6.3 folgt:

Fiir o < ¢¥, existieren Nullstellen im Abstand von ¢ von der negativen reellen Achse
(Auf der reellen Achse fiir reellwertige x). Wir kénnen sie als die trivialen Null-
stellen bezeichnen

(73) Aus Kapitel 6.1 folgt:

Es gibt vereinzelte Nullstellen in |s| < ¢%,0 < —¢.

(17i) Es gibt Nullstellen fiir —e < 0. Diese nennen wir die nichttrivialen Nullstel-
len.

¢ kann hierbei eine beliebig kleine feste Zahl sein. Wir wollen zeigen, dass fast alle

dieser nichttrivialen Nullstellen auf der kritischen Gerade liegen.

Satz 6.9 Es gelte GRH. Es gibt hichstens endlich viele Nullstellen von L*¥) (s, x) im

Streifen —e < o < %

Beweis:
Induktion iiber k. Fiir £ = 0 ist die Aussage durch GRH erfiillt.
Wir nehmen also an, dass es nur endlich viele Nullstellen o = (. + 7y gibt von

L™ (s, x) mit —e < B < 3. Aus Satz 6.3 und (6.1) folgt

LO+D 1—6(x) 1
T o) =~k == o) logg + (T m+ ),

wobei g), durch allen Nullstellen von L®) (s, x) liuft. Wir teilen die letzte Summe in

drei Teile:
Zl fir G, < —q¢®
>, fir —¢" < B < ;
23 fir B > ;

Fiir —e <o < 3 und groﬁe |t] ist

Y= X .

)+O( =)
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Fiir triviale gy, setzen wir a;(k) := — 8 = (¢ +25)+0(1),j = 0,1, 2, ... Offensichtlich

1st
1 1

- )=l Y

s+a; o

1

1
—— =0 —_—
a;|s + a;|? GEK |5 + a;[?

Re Z(

aj >qK

Den allerletzten Summationsterm schitzen wir ab durch

>

a>q

1
- << —.
|s+aj|2 agf( ajz+t2 t

Die andere Summe untersuchen wir in zwei Teilen, mit |a,]| > bl und la;| < 2

haben

1 1

ey s B L e s L

Frwz g e <P 2 =00
CLjZ?

Wenn |a;| < £, dann ist |s 4 a;] < | , so dass

| | ] 2 ]‘8 ]|2 — 9 Og 2 ( qu)

Damit gilt fiir geniigend grofse |¢|:

1
>, <~ gloglsl

Nach Induktionsannahme hat ", endlich viele Terme. Letztendlich ist noch

ReY = ¥ (s ) < X

s s 5 Tl

. Wir

also ist Re Y5 eine beschrénkte Summe (Deren Wert von x abhéngt). Daher ist fir

—e<o< % und gentigend grofse |t

L(chrl)
Re NiCH (s,x) <0,

womit die Zahl der Nullstellen endlich ist.
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6.6 Der Beweis von Satz 2.5

Satz 2.5 besagt, dass die Nullstelle (6.3) die einzige von L'(s, x) links der kritischen

Geraden ist, wenn ¢ grofs genug ist.

Satz 2.5 Es gelte die verallgemeinerte Riemannsche Vermutung. Wenn 6(x) = 0 und

q > 216, dann hat L'(s,x) genau eine Nullstelle o1 mit 0 < Re o1 < % bei
oz

Wenn §(x) = 1 und ¢ > 23, dann hat L'(s, x) keine Nullstellen in der linken Hdlfte

des kritischen Streifens.
Beweis:

Mit GRH wird aus (4.1):

/

Re f(s,x):
65 —jlox? —lre TN (0_1)21@_7)2.

Fall 1: 6(x) = 1. Wir betrachten ein Rechteck mit den Eckpunkten +i7',  + T fiir
ein grofes T', welches kleine halbkreisformige Ausbuchtungen um die Nullstellen von
L(s, x) auf der kritischen Geraden hat.

Auf den horizontalen Kanten

sind alle Terme von (6.5) negativ, so dass Re % < 0.

Auf der linken Kante

ist der letzte Term von (6.5) negativ. Fiir [¢| > 3 ist —Re %(13”) < 0, und fiir |t| < 3
ist Re & (4%) > Re %(%) So ist, wenn ¢ > el F3) (z.B. ¢ > 23), Re £ < 0 auf
[—iT,iT).

Auf der rechten Kante,

wenn q > el T &) (z.B. ¢ > 10), ist —3log? — iRe T(*3!) < 0. Auerdem ist

Re > ﬁ =0, wenn 0 = %, wahrend Re Y ﬁ so groft negativ wie notig auf den
Ausbuchtungen gemacht werden kann, indem man die Halbkreise klein genug macht.
Damit ist Re % < 0 auf und im Rechteck, wo Lf’ analytisch ist. Damit kann L'(s, x)

keine Nullstellen in 0 < 0 < % haben.
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Fall 2: §(y) = 0. Wir modifizieren das Rechteck, indem wir in einem geniigened

kleinen Halbkreis links um den Ursprung herum gehen. Auf den horizontalen Kanten
und der kritischen Gerade argumentieren wir wie oben. Um Re % < 0 zu erhalten,
miissen wir ¢ > wel€ =) setzen (z.B. ¢ > 216). Bei o = 0 ist Re & (it) > —~ fiir
alle t # 0 und lim; o Re F%(zt) = —v. Wenn |t| > 2, dann ist Re %(% > 0. Auf dem
Halbkreis um 0 nimmt Re %(%) grofte positive Werte an. Daher ist Re % < 0 fir
g > 216 auf dem Rechteck. Da £ aber einen Pol bei s = 0 hat, muss es nach dem

L
Argumentprinzip genau eine Nullstelle von L'(s,y) im Rechteck geben. Wir wissen
nach (6.3) wo diese Nullstelle ist. Wenn x mod ¢ reellwertig ist, ist die Nullstelle auch
reell.

Bemerkung:

Dieser Beweis hat groke Ahnlichkeit mit dem Beweis in Kapitel 4. Dort konnten wir
allerdings auf die exakte Berechnung von Re 1%, die uns hier die Einschriankungen

fiir ¢ liefert, verzichten, da wir geniigend Abstand zur reellen Achse hatten, um die

Abschéatzung O(log (t + 2)) zu erfiillen.



Anhang A

Hilfsmittel

A.1 Hilfsmittel aus der Analysis

Ein Additionstheorem

1
(A1) cotg = ﬂ.

sin x

Eine Folge des trigonometrischen Pythagoras
1

(A.2) cos’w = 5(1 + cos 2).

Satz von Rolle

Satz A.1 Sei f stetig auf dem Intervall I := [a,b] und in (a,b) stetig differenzierbar.
Gilt f(a) = f(b), dann existiert o € (a,b) mit f'(xo) = 0.

A.2 Hilfsmittel aus der Funktionentheorie

Unser wichtigstes Hilfsmittel in den Beweisen ist

Das Prinzip vom Argument

Satz A.2 Es sei f auf U € € meromorph und nicht konstant. v injektiv umrande
einen Teilbereich V- C U. Es sei N(0) die Anzahl der Nullstellen, N(oo) die Anzahl
der Polstellen von fin V. Dann gilt :

R C P,
— / Ty 12 = N(O) ~ N(eo)

41



HILFSMITTEL AUS DER FUNKTIONENTHEORIE 42

wobei die linke Seite bis auf den Faktor 2mi der Gesamtdinderung des Arguments von

f auf v entspricht

Abschétzungen fiir L(s, x) erhalten wir mit dem

Satz von Phragmeén-Lindelof

Satz A.3 es sei f(s) eine in oy < o < oy holomorphe Funktion mit f(s) = O.(ecl').
Gilt f(oy +it) = O(|t|™) und f(os +it) = O(|t|*), dann auch f(s) = O(|t|*))
gleichmafig in o1 < o < agy; dabei ist k(o) die lineare Funktion mit k(oy) = ki und

k(og) = ko.

Die Fehlerterme ergeben sich durch

Die Formel von Jensen

Satz A.4 Sei fin einer Umgebung von |z| < R holomorph, es gelte f(0) # 0 und
f(z) # 0 auf |z| = R. Seien z, ..., z, die Nullstellen von fin |z| < R, wobei jede
Nullstelle mat ihrer Vielfachheit aufgelistet sei. Dann gilt

n

R

|Zz‘|‘

1 21 . n
o /0 log | f(Re™®)|d = log | £(0)] + log —log |£(0)] + 3 log
=1

|21... 25 ]

Der Satz von Rouché

Satz A.5 Es seien f und g holomorph im Bereich U, weiter sei I' Randzyklus des
Teilbereichs V- CC U. Gilt |f(z) — g(2)] < |f(2)| auf Spur T, so haben f und g
gleichviele Nullstellen in V' (mit Vielfachheit gezahlt).

Die Gammafunktion

Sie wird meist durch das Integral

['(z) = /oo e "u*du
0

in Re z > 0 definiert.
Die Polstellen von I' erkennt man durch die

Darstellung von I' nach Gaufs

nln®

(A.3) T(z) = lim, zx+1)..(x+n)
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I' geniigt folgender
Funktionalgleichung

(A4) 2[(z)=T(2+1)

Zusammenhang zwischen I' und der Sinusfunktion

™

(A5) Tl —-2) =

sinz

Legendresche Verdopplungsformel

(A6) T(:)(=+ ;) R T(22)

A.3 Hilfsmittel aus der Zahlentheorie

Das Legrende-Symbol

Es sei 2 < p € p. Dann ist

1 falls 2?2 =a mod p losbar,

(A7) (Z)Z —1 falls 2?2 =a mod p unldsbar,
0 falls pla.

Zahlentheoretische Funktionen:

Die Moébiussche p-Funktion ist erklért durch:

1 , falls n=1,
(A8) u(n)= 0 , falls n einen quadratischen Teiler # 1 hat,
(=1)" , falls n = p;...p, mit paarweise verschiedenen p;.

Die von Mangoldtsche A-Funktion ist erklart durch:

1 , falls n=p"a>0
(A9) A(n) = ogp alls n=p*a

0 , sonst.

Die Eulersche p-Funktion ist erklart durch:

(A10) ¢(n)= > 1.

1<a<n
(a,n)=1

Sie gibt z.B. die Ordnung der primen Restklassen mod n an
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